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1 Polynominterpolation

.....

x; # x; fiir i # j. Gesucht ist ein Polynom
k
p(x) =ag+ a1 + asx® + - - + apz” :Z%‘x] (1)
j=0
mit moglichst niedrigem Grad k, welches die gegeben Punkte interpoliert:
plx;) =y, firi=1,...,n. (2)

Fir einen fest gewahlten Polynomgrad k& definiert Gleichung 2 ein Gleichungssystem:

2 k
ap + a1r1 + axy + -+ apxy =N

ao+a1x2+a2x§+---+ aka:gzyg

2 k
ap + a1y, + a2, + -0+ apx, = Yn

Dieses lasst sich auch in Matrixnotation schreiben:

2 k
1 =y 2y - o ag Y1
2 k
1 z9 x5 --- x5 al Y
= (4)
2 3
1z, 22 .- 2k ag Un
Eine Matrix mit der speziellen Form
2 n—1
1 z; =¥ ]
1 xy x3 - it
V(zy,...,xn) = | . , (5)
.2 n—1
1 =z, =z xn

heiBt Vandermonde-Matrix.! Die Determinate einer Vandermonde-Matrix hat eine besonders einfache
Darstellung:
det V(xy,...,x,) = H (xj — ;) (6)

1<i<j<n

Wahlt man also in Gleichung (4) fir den Polynomgrad & = n—1 und sind die x; alle verschieden (dann ist
namlich z;—x; # 0 fiir ¢ # j), so hat das Gleichungssystem (und damit auch das Interpolationsproblem)
genau eine Losung. In der Praxis ist diese Methode allerdings nicht geeignet, da die Vandermonde-
Matrix bei ungiinstiger Lage der Stiitzstellen keine genaue Losung des Gleichungssystems zuldsst und
ihre Berechnung aufwendig ist.
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def intpoly(x, y):
V = np.vander(x,len(x))
a = np.linalg.solve(V,y)
return np.polyld(a)

points = [ np.array([[ 0., 0.25], [ 1., 0.75]1).T,
np.array([[ 0., 0.25], [ 0.5, 0.33], [ 1., 0.75]11).T,
np.array([[0., 0.25], [0.2, 0.33], [0.7, 0.66], [1., 0.75]1).T 1

for index, (x,y) in enumerate(points):
p = intpoly(x,y)
tx = np.linspace(-0.25, 1.25, 200)
ty = p(tx)
plt.subplot(l, len(points), index+1)
plt.grid(True)
plt.plot(x, y, ’ro’)
plt.plot(tx, ty, ’bx-’)
plt.x1im(-0.5,1.5)
plt.ylim(-0.5,1.5)
plt.gca() .set_aspect(’equal’)

plt.show()
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Abbildung 1: Berechnung des Interpolationspolynoms fiir zwei, drei und vier gegebene Punkte mit
Python.
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def lagrange_basis(x):

1=
for j in range(len(x)):
1j = 1.0
for k, xk in enumerate(x):

if k != j:
1j *= np.poly1d([1.0, -xkI])
1j /= x[j1 - xk
1.append(1j)
return 1

def lagrange_poly(l, y):
assert(len(l) == len(y))

p=0

for (1j, yj) in zip(1,y):
P =1 *yj

return p

points = [ np.array([[ 0., 0.25], 0.7511).T,

Lo
np.array([[ 0., 0.25], [ 0.5
0.2

for index, (x,y) in enumerate(points)

n = len(points)

1 = lagrange_basis(x)

p = lagrange_poly(1l, y)

tx = np.linspace(-0.25, 1.25, 50)
ty = p(tx)

plt.subplot(2, n, index+1)

plt.grid(True)

plt.plot(tx, ty, ’-’, color=’0.5’)

for (xi,yi) in zip(x,y): plt.plot(xi, yi, ’0’)
plt.x1im(-0.5,1.5)

plt.ylim(-0.5,1.5)

plt.gca() .set_aspect(’equal’)

plt.subplot(2, n, nt+index+1)
plt.grid(True)

for 1j in 1: plt.plot(tx, 1j(tx), ’-’)
plt.x1im(-0.5,1.5)

plt.ylim(-0.5,1.5)

plt.gca() .set_aspect(’equal’)

0.33], [ 1., 0.7511).T,

np.array([[0., 0.25], [ , 6.33], [0.7, 0.66], [1., 0.7511).T 1]

plt.show()
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Abbildung 2: Berechnung des Interpolationspolynoms mit der Lagrangesche Interpolationsformel fiir
zwei, drei und vier gegebene Punkte mit Python. Die unteren Plots zeigen die Lagrange Basisfunktionen

l; der jeweiligen Stitzstellen.
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2 Lagrangesche Interpolationsformel

vi £, firi#j. Dannist

n

ple) = li@)y;, (7)

j=1
mit
n
r — T T — Tj-1 T — Tj41 r — Tp r — T
L) =— . — = .t =[] —, (8)
T T € Tj—1 Ty Tj41 T, In T Tk

ein Polynom n-ten Grades, welches die gegebenen Punkte interpoliert.

Durch Ausmultiplizieren kann man sehen, dass [;(z) ein Polynom (n — 1)-ten Grades ist. Da p(z) eine
gewichtete Summe der [;(x) ist folgt, dass auch p(x) ein Polynom (n — 1)-ten Grades ist. Es gilt fiir

1=17
n n
Ty — Tk Trj — Tk
L) =] =2 =TT = =1 9)
VAN k1:[1 T; — Tk k1:[1 T; — Tk
k#3 k#j
und fir i # j
=0
n — n

Ty — Tk Ty — Ty Ty — T
Li(x;) = - . =0 10
i) =1]= — erwk (10)
k] ki,

Folglich ist also

L —— 1 fallsi=j
L) =[] ’;_%_{ : (11)

el % Bl 4 0 fallsi#j

ki
und daher

n n
p(zi) = Z i)y = li(w:) yi + le(%’) Vi =Yi (12)
=1 T
= j#i =0

furi =1,...,n. Das Polynom p(z) interpoliert somit die Werte y; an den Stitzstellen z;.

Da, wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, das globale Interpolationspolynom fiir z; # x; eindeutig
ist, stimmt das Polynom in Gl. 7 mit der Lésung der Vandermonde-Matrix in Gl. 4 {iberein.

3 Stiickweise Polynominterpolation

Sind n Datenpunkte gegeben, so betrdgt der maximale Grad des Interpolationspolynoms n — 1. Zwei
Datenpunkte kénnen zum Beispiel mittels einer linearen Funktion, drei Datenpunkte mittels eines qua-
dratischen Polynoms und vier Datenpunkte mittels eines kubischen Polynoms interpoliert werden. Ist
eine groBere Anzahl von Datenpunkten gegeben, so liefert das Interpolationspolynom in der Regel keine
geeignete Interpolationsfunktion der Datenpunkte, da starke Oszillationen auftreten (vgl. Hausaufgabe).

Eine einfache Moglichkeit, eine groBere Anzahl Datenpunkte zu interpolieren, ohne dass dabei das
Runge-Phanomen auftritt, ist die stiickweise Polynominterpolation. Dabei wird die Menge der Daten-
punkte in einzelne Abschnitte unterteilt und fiir jeden Abschnitt wir ein Interpolationspolynom bestimmt
(Abbildung 3). Auf diese Weise erhalt man eine stetige Interpolationsfunktion, die jedoch in der Regel
nur stiickweise glatt ist. Dies liegt daran, dass die Interpolationspolynome zweier benachbarter Ab-
schnitte zwar am Ende des einen und am Start des anderen {ibereinstimmen, dort normalerweise jedoch
unterschiedliche Steigungen haben. Interessant wire es also an den Stitzstellen neben den Werten auch
die Steigungen vorgeben zu kénnen.



Interpolation SoSe 2018 Seite 5

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def intpoly(x, y):
V = np.vander(x,len(x))
a = np.linalg.solve(V,y)
return np.polyld(a)

x = np.linspace(0, 4.0, 13)
y = np.sin(x * np.pi * 2.5) * np.exp(-x**2/8.0)

for k in range(1,4):

plt.subplot(1,3,k)

plt.plot(x, y, ’ko’, zorder=0)

for i in range(0, len(x)-k, k):
p = intpoly(x[i:i+k+1], y[i:i+k+1])
tx = np.linspace(x[i], x[i+k], 20)
ty = p(tx)
plt.plot(tx, ty, ’-’)

plt.grid(True)
plt.x1im(-0.1,4.1)
plt.ylim(-1.1,1.1)

plt.gca() .set_aspect(’equal’)

plt.show()

Abbildung 3: Stiickweise lineare, quadratische und kubische Polynominterpolation.

3.1 Kubische Hermite-Interpolation

Die Verwendung von Funktionswerten und Ableitungen wollen wir uns nun an einem einfachen Beispiel
naher betrachten (Abbildung 4). Gegeben seinen zwei Datenpunkte (21, y1) und (22, y2) mit vorgegeben
Steigungen y/, y5. Gesucht ist ein kubisches Polynom

p(z) = ax® +bax® + cx +d, (13)

welches an den Stiitzstellen 1, 25 die Funktionswerte y1, y2 und die Steigungen v/, y5 hat. Die Steigung
von p(x) ist durch die Ableitung gegeben:

d
p(z) = ﬁ = 3ax? + 2bx + ¢ (14)

und da die Ableitung linear ist, ist auch p’(x) wieder linear in den Parametern a, b, ¢, d. Zusammen mit
den Bedingungen fiir die Funktionswerte erhalten wir damit vier Gleichungen:

p(x1) = ax:f + bx% +cxy+d=1y
p(xs) = axg + bx% +cro +d =y (15)
p'(x1) = 3ax? 4+ 2bx; + ¢ =1
p'(22) = 3ax3 4+ 2bxs + ¢ =y
oder in Matrixnotation:
3 2t a1 a Y1
3 2
x5 x5 w1 bl |
322 2r; 1 0 c|l | (16)

323 222 1 0 d yh

LEs ist auch iiblich, die Spalten in umgekehrter Reihenfolge anzuordnen.
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def

for

plt.
.x1im(-0.5,1.5)

plt

plt.
plt.

plt.

pecubic(x, y):
A = np.array([
[ x[01*x3, x[0]**2, x[0], 1.1,
[ x[11**3, x[11**2, x[1], 1. ]
[ 3xx[0]**2, 2*xx[0], 1.,
[ 3xx[1]1**2, 2*x[1], 1.,

o o

D
a = np.linalg.solve(4, y)
return np.polyld(a)

dy in np.linspace(-2.0, 2.0, 5):

x = np.array([0., 1.])

y = np.array([0.75, -0.25, dy, -0.25])
p = pcubic(x, y)

tx = np.linspace(-1.0, 2.0, 100)

ty = p(tx)

plt.plot(x, y[:2], ’ko’, zorder=0)
plt.plot(tx, ty, ’-’)

grid(True)

ylim(-0.5,1.5)
gca() .set_aspect(’equal’)

show ()
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Abbildung 4: Kubische Interpolationspolynome fiir zwei Stiitzstellen mit vorgegebenen Werten und
Steigungen. In der ersten Stiitzstelle wurde die Steigungen variiert.
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3.2 Quadratischer Spline mit periodischen Randbedingungen

Oft kennt man allerdings die Steigungen in den Datenpunkten nicht. Anstatt jeweils fiir jeden Abschnitt
das Interpolationspolynom unabhangig von den anderen Abschnitten zu bestimmen, wollen wir nun
quadratische Interpolationspolynome

pi(r) =a;x* +bjz+c;, j=1,....n—1, (17)

fiir eine gegebene Menge von Datenpunkten {(z;,y;)}i=1,....n bestimmen, so dass zwei benachbarte

Segmente an der gemeinsamen Stiitzstelle die gleiche Steigung haben (Abbildung 5). Dies ergibt die
folgenden Interpolationsbedingungen:

pj(xj) = y; firj=1,...,n—1
pi(Tj41) = yjm fuirj=1,...,n—1 (18)
p;($j+1) :p;‘+1(-'17j+1) firj=1,...,n—2

wobei p’; die erste Abbleitung von p; ist:
pj(x) = 2a;x + b;. (19)

Dies ergibt 3(n — 1) — 1 Gleichungen mit mit 3(n — 1) Unbekannten. Als zusatzliche Bedingung kénnen
wir fordern, dass die Steigung auch an der ersten und letzten Stiitzstelle Gibereinstimmen:

pll(xl) :p’/n—l(x”)' (20)

Zusammengefasst erhalten wir die folgenden 3(n — 1) Gleichungen mit 3(n — 1) Unbekannten:

pj(z;) = a;z3 +bjz; + ¢ =y;
pi(Tj41) = aja:?ﬂ +bjzit1 + ¢ = Yj+1 (21)
Pi(xj41) — Pip1(xj41) = 2a5xj41 + bj — 20412541 —bjp1 =0
i\ Tj+1 pj+1 +1 j+1 J JH+145+1 j+1
p&(ifl) pn 1(xn) = 2@11’1 + bl - 2an711’n - bnfl =0
In Matrixnotation haben wir:
7 w1 1 a1 ”
2 by
5 T2 1 c Y2
202 1 0 —2xp —1 0 ! 0
2 asz
5 z2 1 b Y2
z3 rzz 1 ? Y3
2¢5 1 0 —2z3 —1 0 1=l o (22)
bn 2
22, ano1 1 Zn 2 Yn—1
z, an 1 b”fl Yn
21 1 0 2z, -1 0 nt 0
Cn—1
3.3 Kubischer Spline
Als weiteres Beispiel wollen wir nun kubische Interpolationspolynome
pj(x):ajx3+bjx2+cj:r+dj, ji=1,...,n—1, (23)

fiir eine gegebene Menge von Datenpunkten {(x;,y;)}i=1,..., bestimmen, so dass benachbarte Seg-
mente an der gemeinsamen Stitzstelle in erster und zweiten Ableitung iibereinstimmen (Abbildung 6).
Dies ergibt die folgenden Interpolationsbedingungen:

pi(x;) =y; firj=1,...,n—1
Pi(Tj41) = Yj+1 firj=1,...,n—1
Pi(xjr1) = pia(rjp) firj=1,...,n—2
) =i (ip) firj=1,...,n -2

(24)

( Tj+1
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

n =28

x1 = 0.

xn = 4*np.pi

rx = np.linspace(xl, xn, 100)

ry = np.sin(rx)

plt.plot(rx, ry, ’--’, color=’0.4’, zorder=0)

x = np.linspace(xl, xn, n)
y = np.sin(x)
plt.plot(x, y, ’ko’)

A = np.zeros((3*(n-1), 3*(n-1)))
b = np.zeros((3x(n-1),))

for i in range(n-1):
k = 3*i
Alk:k+2, k:k+3] = np.array([
[ x[il**2, x[i], 1. 1,
[ x[i+1]*x2, x[i+1], 1. 11)
if i < n-2:
A[k+2, k:k+6] = np.array([2.*x[i+1], 1., 0., -2.xx[i+1], -1., 0.])
b[k+0] = y[il
blk+1] = y[i+1]
A[-1,0:3] = np.array([2.*x[0], 1., 0.])
A[-1,-3:] = np.array([-2.*x[-1], -1., 0.])

c = np.linalg.solve(4,b)
P =[]
for i in range(n-1):
p = np.polyld(c[i*3: (i+1)*3])
P.append (p)
tx = np.linspace(x[i]l, x[i+1], 20)
ty = p(tx)
line = plt.plot(tx, ty, ’-’)
plt.plot(tx+xn, ty, ’-’, color=line[0].get_color())

plt.grid(True)

plt.x1im(x1-0.2,2%xn+0.2)

plt.ylim(-1.3,1.3)

plt.subplots_adjust(left=0.05, right=0.98, top=0.98, bottom=0.05)
plt.show()

I I I I I I

0 5 10 15 20 25

Abbildung 5: Einmal stetig differenzierbare stiickweise quadratische Polynominterpolation mit periodi-
schen Randbedingungen.
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import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

np.set_printoptions(precision=3, linewidth=256, threshold=50, edgeitems=20)

n =13
x = np.linspace(0, 4.0, n)
y = np.sin(x * np.pi * 2.5) * np.exp(-x**2/8.0)

A = np.zeros((4x(n-1), 4*(n-1)))
b = np.zeros((4*(n-1),))
for i in range(n-1):
k = 4%i
Alk:k+2, k:k+4] = np.array([
[ x[il#x3, x[il**2, x[i], 1. 1],
[ x[i+11*%3, x[i+11**2, x[i+1], 1. 11)
if i < n-2:
Alk+2:k+4, k:k+8] = np.array([
[ 3.xx[i+1]**2, 2.*xx[i+1], 1., 0., -3.*x[i+1]**2, -2.*x[i+1], -1., 0. ],
[ 6xx[i+1], 2., 0., 0., -6.*x[i+1], -2., 0., 0. 11)
b[k+0] = y[il
blk+1] = y[i+1]
A[4%(n-1)-2,0:4] = np.array([6*x[0], 2., 0., 0.1)
A[4*x(n-1)-1,4x(n-2):4*%(n-1)] = np.array([6*x[n-1], 2., 0., 0.])

c = np.linalg.solve(A,b)

P =[]

for i in range(n-1):
p = np.polyld(clix4: (i+1)#*41)
P.append(p)
tx = np.linspace(x[i], x[i+1], 20)
ty = p(tx)
plt.plot(tx, ty, ’-’)

plt.plot(x, y, ’ko’, zorder=0)
plt.grid(True)
plt.x1lim(-0.1,4.1)
plt.ylim(-1.1,1.5)

plt.gca() .set_aspect(’equal’)

plt.show()

1.5

Abbildung 6: Zweimal stetig differenzierbare stiickweise kubische Polynominterpolation.
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Dabei bezeichnen p;- und p}’ die ersten und zweiten Ableitungen von p;, welche gegeben sind durch:

Pj(x) = 3aja® 4 2bjx + ¢; (25)
P (x) = 6a;x + 2b; (26)

Zusammengefasst erhalten wir die folgenden 4(n — 1) — 2 Gleichungen mit 4(n — 1) Unbekannten:

pi(z;) = a;rs + bjoz? +cjx;+d; =y
pj(jt1) = a;zly + 025 +ejmie +d; =YL oy
P (@01) =P (j41) = 302511 + 265301 + ¢ — Baja2F g — 2bjTi4 — ¢ =
P(wj1) =D (Tj41) = 6a;xj41 +2b; —6a 112541 — 2bj41 =0

Dieses Gleichungssystem ist unterbestimmt. Fiir eine eindeutige Losung fehlen zwei Gleichungen. Diese
kann man durch Randbedingungen erhalten. Ublich sind drei verschiedene Ansitze:

a) Natiirliche Randbedingungen: Die zweiten Ableitungen am Anfangs- und Endpunkt des Splines
werden Null gesetzt. Dies hat zur Folge, dass der Spline eine minimale Gesamtkriimmung hat:

pi (1) = pp () =0 (28)

b) Vorgabe der Steigungen: Die ersten Ableitungen am Anfangs- und Endpunkt des Splines werden
vorgegeben:
pi@) =y pooal@n) =y, (29)

c) Periodizitatsforderung: Die Funktionswerte, ersten Ableitungen und zweiten Ableitungen sollen
am Anfangs- und Endpunkt des Splines (ibereinstimmen:

pi(z) =ph_q(zn)  pi(x1) = ph_1(2n) (30)

wobei oft zusatzlich gilt p1(21) = ppn—1(xn).
Mit natiirlichen Randbedingungen erhalten wir zum Beispiel:

3 2

Ty i x1 1 ai Y1
x5 x3 oz 1 b1 Y2
3¢5 222 1 0 —3z3 —2z2 -1 0 c1 0
62 2 0 0 —6x2 —2 0 O di 0
z5 3wy 1 Y2

3 3wz 1 : — | ¥s (31)

1’2,1 xi—l Tpn-1 1 an—1 Yn—1

Jii .’L’i Tn 1 bnfl Yn
61 2 0 0 Cn—1 0

6Ty 2 0 0 dn—1 0
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