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Im Folgenden wollen wir diskrete periodische Signale als Vektoren des C auffassen. Abweichend von
der sonst in der linearen Algebra iiblichen Konvention, werden wir die Koeffizienten eines Vektors
z € CV von 0,...,N — 1 indizieren und den n-ten Koeffizienten mit 2(n) bezeichnen. Analog wird
die Indizierung fir Matrizen angepasst. Wie in vielen Feldern iiblich, werden wir im Folgenden oft den
Begriff linearer Operator verwenden, um eine lineare Abbildungen zu bezeichnen, welche ein Signal in
ein anderes Uberfihrt.

1 Translationsinvarianz und Zyklische Matrizen

Eine in der Signalverarbeitung wichtige Eigenschaft von Operatoren ist die Translationsinvarianz (auch
bekannt als Verschiebungsinvarianz). Dieser Eigenschaft besagt, dass das Ergebnis eines Operators nicht
explizit von der Position (bzw. Zeit) in einem Signal abhangt. Das heiBit, wenn ein Signal verschoben
wird, so wird das Ergebnis eines translationsinvarianten Operators ebenso verschoben.

Die zyklischen Verschiebung der Elemente des Vektors z € C um ein Elemente nach unten,

ZN—
% N-1

20
ZN-1

ZN-2

heiBt zyklische Translation. Die zyklische Translation kann mittels der Matrix S € CN*¥ beschrieben
werden, welche den k-ten Einheitsvektor ey, auf den (k + 1) mod N-ten Einheitsvektor abbildet:

Ser = €(k+1) mod N (2)

Konkret hat die zyklische Translation somit als Matrix folgende Gestalt:

0 1
s=|" 3)
1 0
k—mal
—
Durch k-faches Anwenden S* =S - ... S der zyklische Translation erhalten wir die zyklische Trans-

lation um k € 7. Negative Potenzen kénnen dabei mittels S~! = SV~! realisiert werden. Fiir k € Z
und einen Vektor z € C gilt somit:

Sk2(m) = z((m — k)mod N) firm=0,...,N—1 @)

Eine Matrix A € CN*N heiBt translationsinvariant, wenn SA = AS. gilt. Wir wollen die Men-
ge der translationsinvarianten Matrizen bestimmen. Sei also A translationsinvariant und bezeichne
{ajk}o<jk<n—1 die Koeffizienten von A. Dann gilt:

SAe,(m) = Aen((m — 1) mod N) = G(m—1)mod N,n (5a)

Asen(m) = Ae(n+1) modN(m) = am,(n+1)modN . (5b)
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Far die Koeffizienten translationsinvarianter Matrizen folgt somit

A(m—1)mod N,n = @m (n+1) mod N - (6)

Quadratische N x N-Matrizen mit dieser Eigenschaft

ap anN—1 aGN—2 ... Q1
ay ao anN—-1 ... Q2

A= a2 aq aon ... as (7)
aN-1 GN-2 AaAN-3 ... Qg

heiBen zyklisch. Eine Spalte einer zyklischen Matrix ergibt sich aus der vorangegangen Spalte durch
zyklisches Verschieben der Elemente nach unten. Analog ergibt sich eine Zeile einer zyklischen Matrix
aus der vorangegangenen Zeile durch zyklischen Verschieben der Elemente nach rechts. Wir halten fest:
Satz 1. Eine Matrix A € CN*N st genau dann translationsinvariant, wenn sie zyklisch ist.

2 Diagonalisierung Zyklischer Matrizen

Sei A eine zyklische Matrix mit Koeffizienten ag,...,ay_; € C. Die Translation S* ist fir k =
0,..., N7 genau dann Eins, wenn die Matrix A den Koeffizienten a; hat. Jede zyklische Matrix |asst
sich somit schreiben als:

N—-1
A=0ag8" + 015" +a25% + - +ay 1SV =D apSt = P(S) (8)
k=0

Dies lasst sich alternativ auch nachrechnen. Fiir die m-te Zeile und n-te Spalte von P(5) gilt:

N—

N-1
P(S)en(m) = aksken(m) = Z Qg €(n+k) modN(m) = Q(m—n)mod N (9)
k=0 k=0 —

=

=0 fir (n + k) mod N #m

Sei nun v € CV ein Eigenvektor zum Eigenwert \ von S. Dann folgt mit (8):

N-1 N-1 N-1 Nl
o (B as)o- Eusre- Euoe (Eao-re

Eigenvektoren der Translation S sind somit auch Eigenvektoren von A und zwar zum Eigenwert P(\).

Im Folgenden wollen wir daher zunachst die Eigenvektoren von S bestimmen. Fiir das charakteristische
Polynom von S ergibt sich mittels des Laplaceschen Entwicklungssatzes fiir Determinaten:

["[fIA 0 0 ... 0 -1
-1 X 0 ... 0 0
0 -1 A 0 0
dt(M-8)=|| o 4 _;
A
0 0 0 -1 A
[F]A 0 0 0 [F]—1 X 0 0
-1 A 0 0 0 -1 A 0
=X o -1 - i i {+EEDY(=D 0 0 -1 . i ll=AV-1
: A : : A
0 0 -1 A 0 0 0 —1
—)\N-1 =(-1)N-1

(11)
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Die Eigenwerte A; von S sind also genau die N-ten Einheitswurzeln:
Ao = e2™F/N -k =0,...,N—1. (12)

Setzen wir ¢ = e>™/N | so gilt A, = ¢* und ein normierter Eigenvektor v;, zum Eigenwert A von S ist
gegeben durch

1 . B T
Vg = ﬁ(LCkaQka-'wC(N 1)k) 9 (13)
wie man durch Nachrechnen leicht verifiziert:
) C(Nfl)k
1
S L ¢ ! ¢k A (14)
v = — ) = — = v
TN : VN | o
(N—-1)k .
¢ C(N=2)k
Die vy, sind ferner paarweise orthogonal und normiert:
N-1 oy N—
<’U],1)k> = ﬁcnjﬁcnk — Z 27"”7'J/N627mnk/N (158)
n=0 7=0
N-1 N-1
1 eQTrln]/N —2mink/N __ % ( 27ri(j—k)/N)n (15b)
j=0 7=0

Fir j = k ergibt sich:

N— 1 N-1
vell® = (vk, ve) = Z ( ) =N Z 1=1 (16)
=0 n=0

Fiir j # kist |j — k| < N und daher z = €?>™(U=k)/N £ 1 Mittels der Formel fiir die endliche

geometrische Reihe und 2V = ¢2™U—%) = 1 folgt dann:
11-2N 11-1
= — =0 17
{vs o) NZZ N1-z N1-: (17)
Die Eigenwerte A; von S sind paarweise verschieden. Somit bilden die Eigenvektoren vy, ..., vy_1 eine

Basis des CV, welche sogar eine Orthogonalbasis ist, da die v;, paarweise orthogonal und normiert sind.
Weil Eigenvektoren von S auch Eigenvektoren von A sind, heiBt dies aber gerade, dass jede zyklische
N x N-Matrix beziiglich der Orthogonalbasis vy, ...,vy_1 diagonalisierbar ist.

Satz 2. Sei A € CN*N eine zyklische Matrix. Dann bilden die Vektoren

1 1 1
1 : 1 ¢ 1 -
_ L 11 _ 2 _ L C2N-1) 18
U | , V2 N | yeeoy UNZ1 Wi | (18)
1 (N1 CN-D(N-1)

eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A.

3 Diskrete Fouriertransformation

Jeder translationsinvariante lineare Operator ist beziiglich der Orthonormalbasis aus Satz 2 eine Diago-
nalmatrix. Dieser Basis kommt daher eine besondere Bedeutung zu. Historisch haben sich verschiedene
Konventionen hinsichtlich der Normalisierung entwickelt. Im Bereich des wissenschaftlichen Rechnens
und der Numerik ist es iblich die Fourierbasis folgendermaBen zu definieren:

1 .
Fo(n) = Nez’f"’m/N, m,n=0,...,N—1. (19)
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Dies entspricht auch der von numpy und MATLAB verwendeten Konvention. Die Fourierbasis ist somit
keine Orthonormalbasis. In einigen Formel tritt daher ein Korrekturfaktor 1/N auf.

Die diskrete Fouriertransformation eines Signales z € C ist definiert als die Transformation, welche das
Signal in die Fourierbasis liberfiihrt:

N-1
(Fnz)(m) = 2(m) = Z z(n)e~2mmn/N o —0,1,...,N -1 (20)

Entsprechend ist die inverse diskrete Fouriertransformation eines Signales z € C ist definiert als die
Transformation, welche ein Signal von der Fourierbasis in die Standardbasis iiberfiihrt:

(Fx'2)(n) = 2(n) = % Z z(m)e?m /N - =0,1,...,N -1 (21)

Satz 3. Seien z,w € CV Signale. Dann gelten die folgenden Aussagen:

a) (Fourier Inversionsformel)

1 ,
z(n) = —= 2(m) e2imn/N (22)
N m=0
b) (Parsevalsche Gleichung)
1= 1
(20 =y 22 2T = 6.0 (23)
¢) (Plancherel Formel)
1= 1
2 _ 1 212 — L1502
P = 316 = Il (24)
d) (Verschiebung)
Skz(m) = e~ 2™ mE/N 2(m) = Wik 2(m) (25)
e) (Spiegelung)
w(n) = z(—nmod N), w(m) = 2(—mmod N) (26)
f) (Konjugation) R
z(m) = 2(—mmod N) 27)
Beweis. a) Die Darstellung von z in der Fourierbasis lautet z = ZZ é(z F,.) F,,. Dies ergibt:
N-1 —1N-1
)= Y o) Fnl) = 3 3 o Fn () (282)
m=0 m=0 k=0
N—-1N-1 1 1 1 Nl
_ k) — —2mimk/N = 2mimn/N _ — 5 2mimk/N 28b
S N g )

Um b) zu zeigen, entwickeln wir z und w erneut in der Fourierbasis. Unter Verwendung von 2(m) =
N(z, Fy,) ergibt sich dann:

(z,w) = <Nz_:1<z,Fm>Fm,Nz:1<w,Fn>Fn> = i (2, Fn < NE_: (w, Fy) > (292)

m=0 n=0 m=0
N-1 N-1 N-1
= (2, Fin) (w, Fy) (Fn, ) = N (2, Fn ) (w, Fi) (29b)
m=0 n=0 ¥ m=0
=N6mn
1= 1
= 2 20mya(m) = - (2.) (290)
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c) Folgt aus b) mittels ||z|2 = (z,2) und 2(n)2(n) = |2(n)|?.
d) Zyklische Verschiebung:
_ N-1 4 N—-1 .
Skz(m) = Z SFz(n)e=2rimn/N — Z z((n — k) mod N)e_Qmm"/N (30a)

n=0

S
o

=

N—-1
_ Z(n)e—27rim(n+k)/N _ e—27rimk/N Z Z(n)e—Zm'mn/N _ e—Qﬂmk/Ng(m) (30b)
n=0

3
Il
o

e) Spiegelung:

2
L

N-1 N-1

w(m) = w(n)e‘zmm"/N = Z z(—nmodN)e_zmm"/N = Z z(n)ezmm"/N (31a)
n=0 n=0 n=0
N-1
= z(n)e” 2 (=mIn/N — 2(_mmod N) (31b)
n=0
f) Konjugation:
N-1 N-1 N-1
E(m) — Z 2<n)e—2m'mn/N _ Z me—Z‘nimn/N — Z Z(n)egm'mn/]v (32)
n=0 n=0 n=0
N-1
= z(n)e—2mi(=m)n/N = 2(—mmod N) O

Q
I
=)

1

Da es sich bei der diskreten Fouriertransformation um einen Basiswechsel handelt, 3sst sich diese

natiirlich auch als Matrixmultiplikation ausdriicken. Setzen wir wy = e~2™/N  so ergibt sich:
N-1 , N—1 Cmm N-1
Z(m) = Z z(n)e_Qmm'"/N = Z z(n) (e‘zm/N) = Z z(n)wiy™ (33)
n=0 n=0 n=0

Es gilt also 2 = Qx 2z wobei Qx € CV*¥ die sogenannte DFT-Matrix bezeichnet:

1 1 1 1 . 1
Qv =1 wi Wi w§ o . wy (34)
1 wxfl w}z\;Nfl) w?V(Nfl) wafl)(Nfl)

Analog kann die inverse diskrete Fouriertransformation als Matrixtransformation dargestellt werden. Sie
ergibt sich als die Inverse von Q. Dabei ist zu beachten, dass Qx nur bis auf den Faktor 1/v/ N unitér
ist:

1 1 1 1 . 1
1 on w3 S oNt
1 _ _ - _2(N-1
0yl = NQ}FV _ |1 &% O ) s N (35)
1 5%71 QJQV(N—l) @}?V(N—l) N (ngN_l)(N_l)
Die inverse diskrete Fouriertransformation ist dann gegeben durch:
N P
zZ= NQNZ (36)
Die Aussagen von Satz 3(a)—(b) sind in Matrixform besonderes einfach nachvollziehbar:
- Laz- Lo LT (37a)
= — = — = — = a

(2,1) = (Qyz, Qyuw) = <\/N(¢1N QN>Z\/N(ﬁ QN)w> (37b)

- <ﬁ Oz, A QNw> = N{z,w) (37¢)
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4 Symmetrien

Ein Signal z € CN heiBt gerade, wenn z(—nmod N) = z(n) fiir alle n = 0,..., N — 1. gilt. Gilt

z(—mnmod N) = —z(n) fir alle n = 0,...,N — 1, so heiBt ein Signal ungerade. Ist z € CV ein
beliebiges Signal, so gibt es eine eindeutige Zerlegung
z=z" 42" (38)

in einen geraden Anteil und einen ungeraden Anteil:

(n) = z(n) + z(—nmod N)
2

z(n) — z(—nmod N)
2

Aufgrund der Linearitit der Fouriertransformation und Spielungseigenschaft (Satz 3(e)) folgt somit,

dass die Fouriertransformierte eines geraden Signals wieder gerade und die eines ungeraden Signals
wieder ungerade ist.

(39)

27 (n) = (40)

Ist z € CV ein reelles Signal, das heiBt es gilt z(n) = R(z(n)) €R firn =0,...,N —1, so gilt z = Z.
Fir die Fouriertransformierten von z und Zz gilt:

Z2(m) = R(Z)(m) +i3(2) (41a)
Z(m) = 2(—mmod N) = R(2(—mmod N)) — i¥(2(—mmod N)) (41b)
Fir den Real- und Imaginarteil der Fouriertransformierten eines reellen Signals erhalten wir somit:

R(2(m)) = R(2(—=mmod N)) (42a)
$(2(m)) = =S (2(=mmod N)) (42b)

Die Fouriertransformierte eines reellen Signals hat also einen geraden Realteil und einen ungeraden
Imaginarteil. Analog folgt, dass die Fouriertransformierte eines imagindren Signals einen ungeraden
Realteil und einen geraden Imaginarteil hat. Dies bedeutet insbesondere, dass fiir ein gerades reelles
Signal der Imaginarteil und fiir ein ungerades reelles Signal der Realteil verschwindet.

Satz 4. Zwischen den Eigenschaften eines Signal z € C und seiner Fouriertransformieren 2 € CN
bestehen folgende Zusammenhénge:

~

z 2
gerade gerade
ungerade ungerade

reell R gerade, & ungerade
imaginar R ungerade, & gerade
reell + gerade reell + gerade
reell + ungerade imaginir + ungerade
imaginar + gerade imaginar + gerade
imaginar + ungerade reell + ungerade

5 Faltung
Seien z,w € CN zwei Signale. Dann heiBt das Signal z *x w € CV, welches durch
N-1
(zxw)(m) = Z z((m —n)mod N)w(n), m=0,...,N -1, (43)
n=0

definiert ist, die (zyklische) Faltung von z und w. Ist b € C" ein Signal, dann bezeichnen wir die
Abbildung
cyN — N

z = bxz (44)

cu@;{

als die Faltung mit Integralkern b.
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Satz 5. Die Faltung Cy,: CN — CN mit einem Integralkern b € CV st ein linearer translationsin-
varianter Operator. Umgekehrt ist jeder lineare translationsinvariante Operator die Faltung mit einem
Integralkern.

Beweis. Wir zeigen zunichst die Linearitit. Seien z,w € CV zwei Signale und o, 3 € C. Dann folgt
firm=0,...,N —1:

N-1
Cy(az + pw)(m) = Z b((m —n)mod N)(az + Bw)(n) (45a)
zaZb((m—n)modN —1—5219 m —n)mod N)w(n) (45b)
n=0
= a(bxz)(m) + f(b*xw)(m ):aCb( )( ) + BCy(w)(m) (45¢)

Betrachten wir nun die Translationsinvarianz:

N-1
(CyS*2)(m) = b((m — n)mod N) Sz (n) (46a)
v
= b((m —n)mod N)z((n — k) mod N) (46b)
-
= b((m —k —n)mod N) z(n) (46¢)
n=0
= (b*2)(m —k) = Cyz(m — k) = S*Cyz(m) (46d)

Nach Satz 8 reicht es die Umkehrung fiir zyklische Matrizen zu zeigen. Sei also A € CV*¥ eine zyklische
Matrix mit Koeffizienten {amn }o<m,n<n—1 und b € CY die erste Spalte von A. Dann erhalten wir:

Cypz(m) = (bx* 2)( Zb m —n) mod N)z(n) (473)
n=0
N-1

= a(m n)modNOz Zamnz AZ( ) O
n=0

Ist A ein translationsinvarianter linearer Operator, dann ist A ein Faltungsoperator C}, mit Integralkern
b. Um assoziierten Integralkern zu bestimmten betrachten wir die Einheitsimpulsfunktion:

1 n=0
o(n) = 48
(n) {0 sonst (48)
Fiir diese gilt z x § = 2 fiir alle z € CV denn:
N—-1
(z*6)(m) = z(m —n)d(n) = z(m) (49)
n=0
Fiir den Integralkern b von C}, gilt:
b=bxd=Clé = A6 (50)

Der Integralkern ist also genau die Impulsantwort Ad von A.
Satz 6 (Faltungssatz). Seien z,w € C zwei Signale. Dann gilt:

—

W =21 (51)

N
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Beweis.
N—1 N—1[N-1
ZHrw = (z % w)(n)e 2mimn/N — Z lz z((n — k) mod N)w(k)] e~ 2mimn/N (52a)

n=0 n=0 Lk=0
N-1

_ [ HlOd N) 27rim(nk)/N] w(k)672ﬂ'imk/N (52b)
k=0 Ln=0
N-1[N-1

_ [Z —27rz7rm/N‘| (k)e—27ri’rnk/N (52C)
k=0 =0
N-1

= 2(m)w(k)e 2 FN = 2(m)w(m) O
k=0

6 Beispiele
Impuls  (Abbildung 1).
Sinus und Kosinus (Abbildung 2).

Kosinus mit Phasenverschiebung Wir wollen die Fouriertransformierte des Signals

e27rin/N+<p + e—27rin/N+ga
2

z(n) = cos(2mn/N + ¢) =

mit ¢ € R bestimmen (Abbildung 3). Dazu zerlegen wir z zunachst in seinen geraden und ungeraden
Anteil:
z(n) + z(—nmod N)
2
(eQﬂ'in/N+i<p _|_e—27'rin/N—i<p +€—27rin/N+i<p +€27rin/N—i<p>

A~ =

=1 (627”7L/N + C_QMH/N) (ew + e_w) = cos(2mn/N) cos(p)

z(n) — z(—nmod N)
2
1(627rin/N+iap + e*Qﬂ'in/Nfigo _ 6727rin/N+i<p _ eZ'n’in/Nfiap>

S

_ (215)2 (e2m‘n/N . 6727rin/N> (ew — e*is@) = sin(27n/N) sin(p)

Das Signal z(n) = cos(2mn/N + ¢) hat somit die Darstellung:
z(n) = cos(2mn/N) cos(¢) + sin(2wn/N) sin(p)
Fir die Fouriertransformierte 2 folgt somit:

(cosngrisincp) m=1

N
2
%(cosgo—isincp) m=N-—1

o

sonst
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Abbildung 1: Plots der
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Impulsfunktionen fiir N = 8 und seiner Fouriertransformierten.
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Abbildung 2: Plot von Sinus und Cosinus fiir N = 8 und seiner Fouriertransformierten.
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Abbildung 3: Plot von z(n) = cos(2nrn/N + ¢) fir N = 8 (rechts) und seiner Fouriertransformierten
(links).
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