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1 Komplexe Zahlen

Die Menge der geordneten Paare (a,b) von reellen Zahlen zusammen mit den beiden Verkniipfungen

(a,b) + (¢,d) := (a+¢,b+d) (1a)
(a,b) - (¢,d) := (ac — bd, ad + bc) (1b)

definiert den Kérper C der komplexen Zahlen. st z = (a,b) eine komplexen Zahl, so bezeichnet man
mit R(z) := a den Realteil und mit (z) := b den Imaginarteil von z. |dentifiziert man jede reelle Zahl
x € R mit der komplexen Zahl (z,0), so kann man R als Teilkérper der komplexen Zahlen auffassen.
Bezeichnet man nun die komplexe Zahl (0,1) mit i, so gilt i> = —1 und jede komplexe Zahl z = (a, b)
kann eindeutig in der Form z = a + bi geschrieben werden.

Rechnen mit komplexen Zahlen Beim Rechnen mit komplexen Zahlen kann man (meistens) wie im
Reellen verfahren und i2 durch —1 ersetzen, wenn es auftritt:

Addition:
(a+bi)+ (c+di)=a+bi+c+di=(a+c)+ (b+d) (2a)
Subtraktion
(a+bi)—(c+di)=a+bi—c+di=(a—c)+ (b—d)i (2b)
Multiplikation
(a + bi)(c + di) = ac + adi + bei + bdi* = (ac — bd) + (ad + be)i (2¢)
Division
a+bi  a+bi c—di ac—adi+bci—bdi®  ac+bd . bc—adi (2d)
ct+di c+di c—di c? — (di)? 2 4d? T 2 +d?

Absolutbetrag Der Absolutbetrag einer komplexen Zahl z = a + bi ist definiert als:

|z| = |a + bi| := v a? + b? (3)

Fir alle z € C ist also |z] > 0 und es gilt |z| = 0 genau dann wenn z = 0 ist. AuBerdem gelten die
folgenden Rechenregeln:

a) |z w| = 2| - w|
b) |£| = & (firr w #0)

¢) |z +w| <[z + [w]
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Konjugation Die zu einer komplexen Zahl z = a + bi konjugierte komplexe Zahl ist definiert als:
Z=a+bi:=a—b 4)

Es gelten die folgenden Rechenregeln:

Mit Hilfe der konjugierten einer komplexen Zahl z # 0, lasst sich deren Inverses besonders einfach
darstellen:

e (5)

AuBerdem gilt:

R(z)= 212 und S(x) = 222, (6)

woraus insbesondere folgt, dass z = Z genau dann gilt, wenn die komplexe Zahl z reell ist, d.h., wenn
3(z) = 0 ist.

Far eine komplexwertige Matrix mit m Zeilen und n Spalten

ayp - Qin
A= o e (7)
A1 Gmn
wird mit o
ail A1m
Ar=AT=|: - |ecwm (8)

die konjugiert-transponierte Matrix von A bezeichnet. Fiir eine komplexe Zahl z wird daher auch oft
die Schreibweise z* fiir die Konjugierte verwendet.

2 Exponentialfunktion und trigonometrische Funktionen

Die Exponentialfunktion und die trigonometrischen Funktionen Sinus und Kosinus werden fiir komplexe
Zahlen wie im Reellen mittels Reihendarstellung definiert:

> Lk 00 52k+1 > 2k
exp(z) := ZZ: o sin(z kzzo Qk kr1) cos(z) 1= ’;)(_1)’< ] (9)

Im Reellen konvergieren die Reihen absolut. Fiir beliebige komplexen Zahlen konvergieren somit auch
die Reihen der Real- und Imaginarteile absolut, Woraus die absolute Konvergenz im komplexen folgt. Es

gilt exp(0) = 1, exp(1) = e, wobei e = Y77, & die Eulerschen Zahl bezeichnet, und
exp(z) - exp(w) = (Z ]4;') . (Z ) =l Z Z V' (10a)
k=0 " = k=0v=0
o] k
1 E\ , ._, z 4 w)P
:Zk'z<y)z wh :27( 5 ) = exp(z + w) (10b)
k=0 " v=0 k=0 '

fir alle z,w € C. Fur exp(z) schreibt man daher auch oft e*.

1Satz vom Cauchy-Produkt: Kénigsberger, Konrad. 2001. Analysis 1. 5th ed. Springer. p. 72.
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Zwischen der komplexen Exponentialfunktion und den komplexen Sinus- und Kosinusfunktionen besteht
ein Zusammenhang. Es gilt die Eulersche Formel:

e LRy L
exp(iz) = Z = Z e (11a)
k=0 k=0
2 2k ,2k 20 2k+1,2k+1 O 52k o0 52k+1
=> +° =Y (D i (D (11b)
! | | !
= (2k) = (2k+1) 2k)! = (2k +1)!
= cos(z) + isin(z) (11¢)
Aus der Reihendarstellung (9) folgt, dass der Sinus eine ungerade Funktion (d.h., sin(z) = —sin(z))

und der Kosinus eine gerade Funktion (d.h., cos(z) = cos(—z)) ist. Entsprechend folgt:
exp(—iz) = cos(z) — isin(z) (12)

Wir erhalten somit durch Addition bzw. Subtraktion von (11) und (12) die folgenden Darstellungen der
Sinus- und Kosinusfunktionen:

exp(iz) — exp(—iz)

sin(z) = 5 (13a)
cos(z) = exp(iz) +2exp(fiz) (13b)

Aus der Eulersche Formel ergibt auBerdem eine weitere wichtige Eigenschaft der Exponentialfunktion.
Die komplexe Exponentialfunktion ist periodisch mit der komplexen Periode 27i, denn fir k € Z gilt:

exp(z + 2mwik) = exp(z) - exp(27ik) (14a)

= exp(2) - (cos(2mk) + isin(2wk) ) = exp(z) - (1 +i - 0) = exp(2) (14b)

3 Komplexe Zahlenebene und Polarkooridinaten-Darstellung

Das es sich bei den komplexen Zahlen um Paare von reellen Zahlen handelt, kdnnen wir diese als
Punkte (bzw. besser Vektoren) in einem zwei-dimensionalen Koordinatensystem graphisch darstellen.
Dies erlaubt eine geometrische Interpretation der komplexen Zahlen.

In vielen Fallen ist es dabei einfacher die komplexen Zahlen durch Lange und Winkel, anstatt durch
Real- und Imaginarteil, zu beschreiben. Sei z # 0 eine von Null verschiedene komplexe Zahl und

o+ pi= =z
||
Dann gibt es einen eindeutig bestimmen Winkel ¢ € [0, 27), so dass & = cos(p) und 8 = sin(y) ist. Der

Winkel o wird als das Argument der komplexen Zahl z bezeichnet. Wir erhalten so die Polarkoordinaten-
Darstellung von z:

(15)

z=|z| - (a4 Bi) (16a)
= |2] - (cos(y) +isin(p) ) = |2| - exp(iy) = [z] e’ (16b)

Fir den Winkel ¢ gilt
tanp = ;Ez; = g (17)

und kann daher mit der Umkehrfunktion des Tangents berechnet werden. Dabei muss allerdings darauf
geachtet werden die richtige Lésung auszuwahlen. Viele Programmiersprachen definieren hierfiir die
sogenannte atan2 Funktion, die abhingig vom Quadranten die richtige Lésung auswahlt:

arctan(%) x>0

arctan(¥) +7 y>0,2<0
arctan(%) -7 y<0,z<0
+3 z=0,9>0
-3 r=0,9<0
undefiniert z=0,9y=0

atan2(y, x)
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(a) Polarkoordinaten

(c) Multiplikation

(d) Division

Abbildung 1: Geometrische Veranschaulichung der komplexen Zahlen.
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Abbildung 2: Visualisierung der 8-ten Einheitswurzel ¢J, ..., ¢§.

Addition und Subtraktion: Die Addition und Subtraktion von komplexen Zahlen entspricht geome-
trisch der normalen Addition bzw. Subtraktion von Vektoren (Abbildung 1b).

Multiplikation: Sei z = |2|¢® und w = |w|e'¥. Dann erhalten wir:
2w = |z] - w] - €€ = |z - |w| - 'Y (19)

Bei der Multiplikation werden also die Langen multipliziert und die Winkel addiert (Abbildung 1c).

Division: Sei z = |z| ¥ und w = |w| ™. Dann erhalten wir:

z _ Jal e

14l io—w)
w o |wl e |w| ¢ (20)

Bei der Division werden also die Langen durcheinander dividiert und die Winkel von einander subtrahiert
(Abbildung 1d).

Konjugation: Die Konjugation entspricht einer Spiegelung an der reellen Achse.

4 Einheitswurzeln

Sei n € N und bezeichne

, 2 2
Cp = 2™/ = cos<ﬂ> + z‘sin(”> ) (21)
n n

Die Gleichung 2™ = 1 hat in den komplexen Zahlen genau n Loésungen, welche durch die n-ten Ein-
heitswurzeln,

07 ’}L’ 72L7"'7C77LL (22)
gegeben sind.

Offensichtlicherweise sind die Zahlen (!, paarweise verschieden. AuBerdem gilt:
(¢1)" = (e*™/")" = e*™ = cos(2m) + isin(2m) = 1.

Durch die ¢! sind also n Lésungen der Gleichung 2™ = 1 gegeben. Sei nun umgekehrt w irgendeine
Loésung der Gleichung 2™ = 1. Dann ist |w|™ = 1 und damit |w| = 1. Das bedeutet, dass es ein ¢ €
[0,27) gibt mit w = cos ¢ +isin ¢ = e*?. Nach Voraussetzung ist w™ = ¥ = cosnp +isinnp = 1.
Folglich ist also cosng = 1 und sinny = 0 und daher gibt es ein k € Z mit np = k- 2m. Weil
0 < ¢ < 27 ist, folgt somit, dass 0 < ny < 2zn ist. Fiir kK kommen also nur die Werte 0,...,n— 1 in
Frage.
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5 Kanonisches Skalarprodukt fiir komplexe Zahlen

Der C™ ist mit den iiblichen Definitionen fiir Addition und Skalarmultiplikation ein C-Vektorraum. Das
kanonische Skalarprodukt im C™ ist definiert als die Abbildung C" x C™ — C, welche durch

(zyw) = z1w1 + ... + 2wy, = Z 2L W (23)
k=1

gegeben ist. Das kanonische Skalarprodukt im komplexen unterscheidet sich also durch die komplexe
Konjugation im zweiten Argument vom Skalarprodukt im reellen und hat fir 2,2, w,w’ € C" und
A € C folgende Eigenschaften:

Aus ¢) mit a) und b) folgen auBerdem:
f) (z,w+w') = (z,w) + (z,w)
g) (2, w) = Az, w)

Wegen d) induziert das kanonische Skalarprodukt eine Norm C" — R>( auf dem C™:

2o Izl = V= 2).

Diese ist identisch mit der Norm, welche durch das euklidische Skalarprodukt auf dem R2" induziert
wird.



	1 Komplexe Zahlen
	2 Exponentialfunktion und trigonometrische Funktionen
	3 Komplexe Zahlenebene und Polarkooridinaten-Darstellung
	4 Einheitswurzeln
	5 Kanonisches Skalarprodukt für komplexe Zahlen

